JOSE VICENTE CONTRERAS JULIO

VECTORES EN R®

Un vector en el espacio, (R®), se representa por una terna ordenada de nimeros reales, denotada de

siguiente manera:
v=(x92)

Geométricamente, un vector en R®, se representa
como un segmento de recta dirigido un punto inicial
P; hasta un punto final P,. Este vector también se
puede representar con el punto P; ubicado sobre el
origen como punto de partida.

UV =PP,=(X;— X1, Y2 — Y1, Z2 — Z1)

Magnitud o norma de un vector:

4

B =[x3__\'3_:; :]

-

B =(x.1n.7)

Sea el vector ¥ = (x,y,z), lamagnitud o norma de ¥ se denota ||¥|| y se define como:

151 = Va7 + 57 + 22

y corresponde a la longitud del segmento de recta que definen al vector.

Parael vector ¥ = PP, = (x, — X1, Y2 — Y1, Z2 — Z1), la magnitud o norma se define como:

11l = v/ (x2 — x1)% + (v2 = ¥)% + (25 — 21)?

Direccion y sentido de un vector:

El sentido de un vector ¥ = (x,y,2),lo define la
flecha dibujado sobre el lado final del segmento de la
recta.

La direccién de un vector ¥ = (x,y,z), esta linea
definida por la medida de los angulos que forma la linea
de accion del segmento de recta con cada uno de los
ejesx, Y, z.

Los éangulos a,fyy se conocen como angulos
directores. Cada uno de estos angulos se calcula
directamente como se indica:
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x x
cosa == =

- e+ 22
cospf = Y _ 24

17l /xZ +y2 + 22
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z z
cosy = =

171l xZ+y2 + 22

Igualdad de vectores en R*:
Dos vectores vy = (x1,¥1,21) Y Uy = (X3,¥2,25) Siysolosix; =x,, y1= Y, ¥ 21 = 2,
Operaciones:

1. Suma:

Sean 7,y v, dosvectoresen R tales que vy = (x1,y1,21) Y U, = (X,¥5,2,) entonces la suma
de v, con v, denotadacomo v, + v, se define como:

v 4V, = X + X, Y2+ Y1, Zp + 21)

Propiedades de la suma:
Sean v;,v, y Us Vectoresen R se tiene las siguientes propiedades

1. v/+7v,=v,+7v, propiedad conmutativa
2. (v{+v;)+v; =v{+ (v, +v3) propiedad asociativa
3. Uy +0 =75, existencia de un vector neutro 0 = (0,0,0)

—

4. v+ —v =0, existencia de un vector —v’ llamado inverso aditivo de ¥

2. Multiplicacién por escalar:
Sia,BER Y ¥ = (x,y,2z) esun vector en R® entonces av = (ax, ay, az)
Propiedades:
1. a(v]+7v,) =av, +av,
2. (a+p)vy = avy + pv]
3. a(pvy) = (ap)vy

Nota: Cualquier vector en R®,

v = (x,y,z), se puede expresar como combinacion lineal de los
vectores 7= (1,0,0), 7= (0,1,0)y k =

(0)0)1))

v = (x,v,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)
B =xi+yj+zk
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Producto escalar, producto punto o producto interno:

Sean v,y v, vectores en R®tales que Ty = (X1,V1,21) Y U, = (x2,¥2,2,) se define el
producto escalar entre v,y v, como:

V1.V, = X1 X + Y1Y2 + 212,
Propiedades del producto escalar:
L 9.7 =7,
2. v.(V7+7V3) = V1.0, + V1.3
3. (av).(Bv;) = af(v1.7;)
4. Si v; = (x,y,2), entonces v;.v; = (x,v,2).(x,y,2) = (x? + y? + z?)

Esto significa que v;.7; = ||7]|? entonces ||7||/ V7. 77

Producto vectorial o producto cruz:

—

Sean v;y v, vectores en R®tales que Ty = (x1,¥1,2) Y U, = (X, Vs 2,) se define el
producto vectorial entre vy v, como:

i j k
"XV, = |X1 V1 24
X2 Y2 Zp

Propiedades del producto cruz:
1. Elvector v; xv, esperpendicularav;ya v,

2. El sentido del vector v;xv, se obtiene con la regla de la mano derecha cerrando los dedos desde
v; hacia v, mientras el pulgar indica la direccién del vector vy xv,

3. VixV; =—(V;xVy)

4. v xv; =0

5. Siv; |l v,,entonces vy xv, =0
6. a Vi xa,V; = ay ay (V] x7V3)

7. vix(V; + V3) =V XV, + VX V3

8. vy xv,012 = ||v{lI? lI7:]1? — (v1.v;)? esta ultima propiedad es muy importante por lo que se
puede presentar de otras formas, asi:
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o7 x w3117 = 1Io1]1? 172112 — (1. 9,)*
w7 x 2112 = |Io711 1I2211* — (llo1lllIvZ 1l cos 6)
o7 x 22112 = 1197112 1192117 — w7117 V7] cos? 6

o7 x w7112 = w7 11? w2117 [1 — cos? 6]

w7 x 5117 = lIv7 1 [[vZ]|°sen? 6
vy x 22|l = Io1ll|v2]l sen 6

Esta Gltima expresion permite calcular el area del paralelogramo formado por los vectores v; y v,

El volumen de un paralepipedo sustentado por tres vectores v;, v, Yy v5; Se puede determinar como
sigue:

Volumen = (v xv,).v3

EJERCICIOS
Sean el vector v; = ﬁ) ,conPy(3,5,-2) y Py(-2, 3, -5), determinar la norma de v;
Sean el vector v; = ﬁ , con Py(2, -4, -2) y Py(-4, 3, -1), determinar lanormade v,
Seael vector v; = (2,4,5), v, =(4,3,6), v3 = (—2,—1,3), determinar
a) Determinar la norma de cada vector.
b) Determinar la direccién de cada vector con respecto a cada eje.
c) Calcular: v +v,, vy +7v3, VU, +7v,+ Vs
d) Calcular: 2v;+3v;
e) Calcular: 2v;-3v5
f) Resolver: v;.v,, v;.v;
g) Resolver: 2v;.3v5

h) Calcular: vy xv,, U, XV3, U, XVs
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