JOSE VICENTE CONTRERAS JULIO

CALCULO INTEGRAL

LA ANTIDERIVADA

Asi como las operaciones matematicas de la adicion, la multiplicacion y la potenciacion tienen sus inversas
en la sustraccion, la division y la radicacion, la diferenciacion tiene su inversa en la antiderivacion o
antidiferenciacion.

El proceso de antiderivar consiste en encontrar una funcion F(x) de la cual su derivada es f(x). Es decir,

Si f(x) = 4x3, es la derivada de F(x), entonces F(x) = x* + C, es la funcién primitiva de f(x) y C es una
constante que hace que la primitiva de f(x) sea una familia de funciones similares.

Ejemplo 1. Si F(x), G(x) y H(x) son funciones definidas por
F(x) =3x3+4x%2+6
G(x)=3x3+4x2-5
H(x) =3x3+4x2+9
Al determinar la derivada de cada funcidn se tiene que
f'(x)= g'(x) =h'(x) = 6x3+ 8x
Cuando se calcula la antiderivada de estas funciones se tiene la siguiente familia de primitivas:
I(x) =2x3+ 4x+C =F(x) = G(x) = H(x)

Observe que la constante C puede ser equivalente a 6 para F(x), - 5 para G(x) o 9 para H(x).

Generalizando, se tiene que si se considera la funcién F(x) como una antiderivada de la funcién f(x) en el
intervalo I, de modo que

F'(x) = f(x)
Entonces G(x) es una funcion definida por
Gx)=F(x)+ C

En donde C es una constante arbitraria, o que sugiere que la familia de primitivas es infinita y la diferencia
entre una primitiva y otra es el valor de la constante C

G'(x) = F'(x) = f(x)

Integracion indefinida:

La operacion de calcular la familia de primitivas de una funcion f(x) se llama Integracion indefinida, y se
denota con el signo [ llamado integral. Este proceso se representa asf:
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En donde f(x) se denomina integrando, dx indica la variable de integracion y C corresponde a la constante
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ff(x)dx =F(x)+ C

de integracion. Esto significa que F(x) es una primitiva de f(x) en el intervalo I.

FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION

Formulas de derivacion

Formulas de integracion

L =[C]=0 dex=C
2 —[x]=1 jdx=1+c
3. ;—x[aX]=a jadx=a dx =a+C
4 ;_x[xn] = nx""! jx" dx = il +C,n+ —1
n+1
5 G/ EI@I=I0 I | (7 £ 90 dx = | f@dx £ [ gGadx
6. ;—x[af(x)] = a:—x[f(x)] jaf(x)dx = aff(x)dx
. ;_x[ex]=ex j e*dx=e*+C
8. —[Inx] =~ j%=1n|x|+6
9. ;—x[ax]zaxlna j axdx:—x+C
Ina
10-%[5‘9"’5] = cosx fcosxdx=senx+C
11-:_,([‘30595]:_5%’5 fsenxdxz—cosx+C
12.:—x[tan x] = sec®x fseczxdx =tanx +C
13. %[COt x] = —csc’x fcsczx dx = —cotx + C
14-:_,([53‘395] = secxtanx fsecxtanxdxzsecx+€
15. ;—x[csc x] = —cscxcotx fcscxcotx dx = —cscx+C
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A la hora de aplicar cualquier regla de integracién, es bueno tener en cuenta que la relacion entre la
derivada y la integral puede configurar dos importantes reglas de oro que se deben tener presentes por
encima de cualquier propiedad de estas operaciones.

[ F'(x)dx = F(x) + C Laintegracion es la inversa de la derivacion.

%[f f(x)dx] = f(x) Laderivacion es la inversa de la integracion

INTEGRACION INMEDIATA

Ejercicios resueltos

Resolver de forma inmediata (aplicando formulas) las siguientes integrales:

FORMULAS 3 - 6
4

1. [x3dx=%+C
4

2. [5x*dx = 5fx4dx=5i5+ C=x+C
5

3. [(4x®+3x*—2x+3)dx=4[x3dx+3[x%dx —2[xdx + [3dx
= x*+ x*— x*+ x+C

4. [(Bx+2)*dx= [(9x*+ 12x+4)dx = 3x>+ 6x*+ 4x+C

2 2

-3
—+C=-5+C

x3

5. fj—4dx:2fx‘4dx= =

1 3
6. [Vxdx=[xzdx=x1+ C=Va+ C
7. [3x2(6x3+ x2+ 2x— 4)dx=18[xdx+ 3 [x*dx+ 6/ x3dx —12 [ x%dx

=3x6+§x5+§x4—4x3+6
5 2

1

f%dx=3fx_3dx=6\/§+6
1 3

9. [3Vxdx=3[xzdx= 2x2+ C=2Vx3+ C

Www.jvcontrerasj.com

WWW.jvcontrerasj.3a2.com

23/02/2011 Page 3 of 9



JOSE VICENTE CONTRERAS JULIO

1
10.[- Zdx=-2[x 2dx= —4Vx+ C

INTEGRACION POR SUSTITUCION
La sustitucion de una expresion f(x) determinada por una variable f(u), es uno de los
métodos mas utilizados para resolver integrales de forma directa pero ya no tan inmediatas
como los ejercicios desarrollados arriba.

Ejercicios resueltos

Resolver por sustitucion las siguientes integrales:

FORMULAS 3-6

1. [x(x*+ 2)8dx sehace u = x%+ 2, se calcula Z—Z = 2x, se despeja dx: Z—Z = dx,
se sustituye en la integral inicial,

a .
[x(x*+ 2)8dx = [x ugi, se cancelan las expresiones que se pueden cancelar,

d 1 . .
Jx(x?+ 2)8dx = fxusi = - Ju®du, se resuelve la integral aplicando alguna
regla basica

[x(x?+ 2)8dx = fxugj—zz %fusduz §u9+ C y se hace de nuevo el
cambio de variable.
du 1 9 9
fx(x2+ 2)8dx = fxugﬂz Efugduz §u9+ C=E(x2+ 2)°+ C
2. [(2x+4) (x* + 4x)%dx u= x*+ 4x, Z—Z=2x+4, 2:1:4=dx

[(2x+4) (x* + 4x)8dx = [uBdu= §u9+ C=%(x2+ 4x)° + C

3. f(4x+5)(2x*+ 5x)%dx u= 2x*+ 5x, du= (4x+ 5)dx
[(2x*+ 5x0)°(4x +5)dx = [ul®du = 1—11 ull+ ¢ = 1—11 (2x%? + 5x)11 + C

Si se puede ver directamente el término equivalente a du, se puede hacer la sustitucion
en forma maés directa como se hizo en este ejercicio.
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2
4, fﬁdx u=4x3+ 2x, du= (12x%+ 2)dx, %= (6x* + 1)dx
_6x*+1 L 1.9 — 11 -8 -t
f(4x3+2x)9dx_ qu du = 28 ¢ tC= 16(4x3+ 2x)8 +C

En este caso fue necesario factorizar la expresion 12x2? + 2 = 2(6x2? + 1) y dividir a
duen?2

o

[(x®+2)°3x%dx u=x3+2, du=3x2%dx
[(x3 +2)°3x2%dx = [u® du=%u6+ C = %(x3 +2)6+C

6. [(x3+2)%6x%dx u=x3+2, du=3x%dx, 2du=6x%dx
f(x3+2)56x2dx=2fu5du=2 %u6+ C = %(x3+2)6+C

7. [3x?Vx34+2dx u=x3+2, du=3x%dx
1 3
f3x2\/x3+2dx=qudu=§u5+C=§ (x3+2)33+C

8. IW u=x3+2, du=3x%dx
1 1
IW :fu 2du=2uz+C=2Vvx3+2+2C

9. [xV2x?2dx u=2x?  du=4xdx
1 3
[ xV2x? dx=4fu5du:§u5+ C = g (2x)3+ C

10.f\/% dx wu=2x%  du=4xdx

1 1
f\/ZL? dx:él.fu_E du=8uz+ C =8V2x2+ C

FORMULAS 7-9

1. ax =In|x|+ ¢
X

2. [e*dx=e*+C
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3. (& u=x+5, du=dx entonces fﬁz & Inlx+5|+ C
x+5 xX+5 u
dx dx du

4., [— u=4-—x du=—dx entonces [—= —[—=—-In|4— x|+ C
4—x 4—x u

5. [ u=2x+5 du=2dx entonces =[S = [T _Ipx45/+C
2x+5 2% 2x+5 27 u 2

=1n|(2x+5)% + C=in[2x+5)]+ C

x2

6. f3_2x3 dx u=3-2x3 du= —6x%dx

2
[= dx = —= i—u=—%ln|3—2x3|+C=ln c

3-2x3 6 e[(3=2x3)
7. [X2 dx resolviendo la division indicada se tiene que [ X dx = f(l + i) dx
x+1 x+1 x+1

dx
=jdx+ 2]x+1=x+21n|x+1|+C=x+ln(x+1)2+C

8. [e3*dx wu=3x, du=3dx, entonces, [e3*dx = %fe“du =-e3 4+ C

[Vl

9. [e™dx= —e*+C

3x
10. [a®*dx w=3x, du=3dx entonces, = [a®*dx = [a%du= -"—+C

FORMULAS 10 - 15

1. [sen(5x)dx u=>5x, du=>5dx, entonces [sen (5x)dx = gfsen udu

1
= —gcos(Sx) + C

2. [sen Gx) dx u= %x, du = %dx, entonces [ sen Gx) dx =2 [senudu
1
= —2cos(=x)+ C
CcoS (2 x)
3. [sen®xcosxdx u=senx, du=cosxdx, entonces,

1
fsen?’x cosxdx = ju3du =7 sen* +C
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&

[sec*(3x)dx wu=3x, du= 3dx,entonces,

[ sec?(3x) dx = %tan (Bx)+ C

5. [sec(2x) tan(2x)dx = %SQC(ZX) + C

o

[esc?(3x) dx = — § cot(3x) + C

~

[ csc(2x) cot(2x)dx = —%csc(Zx) + C

8. [—=dx= [tanxsecxdx =secx +C
cos“ X

9. [xcosx?dx u=x? du=2xdx, entonces,

2 1 2
XCcosx“dx = Esenx + C

10. [e* cose* dx = sene* + C

OTRAS FORMULAS DE INTEGRACION

16. [tanx dx = In|secx| + C
17. [ cotu du = In|senu| +C
18. [secu du = In|secu + tanu| + C

19. [cscu du = In|cscu — cotu| + C

20.f\/az——arcsen—+C

du 1 u
— =-arctan -+ C
u a a

22fm—éarcsec%+C
1 u—a
B[ m= i+
at+u
24. [ = ~In |22 4 ¢
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25.f\/%=ln|u+\/u2+a2|+c

du )
26.fﬁ=ln|u+ uz—a2|+C
27. [Va? —u? du = %u\/az—u2+%a2 arcseng+C
28. [Vu? +a? du = %u\/u2+a2 +%a21n|u+\/u2+a2|+C

29. [Vu? —a? du = %u uz—az—%a21n|u+\/u2—a2|+C

FORMULAS 16 - 19

sen x

1. [tanxdx= [

oox dx u=cosx, du= —senxdx, entonces,

sen x du
j dx = —j—z —In|cosx| + € =In(cosx)™* + C = In|secx| + C
cosx u

A

ftan(3x) dx u =3x, du = 3dx, entonces,
1 1
jtan(3x) dx = 3 jtanu du = §ln |sec(3x)| + C

secx (secx+tanx)
dx

3. [secxdx={

u =secx + tanx,
secx+tanx

du = secx tanx + sec? x, entonces,

f secx (secx + tanx) g j du
x= | —
secx +tanx u

= In|secx +tanx|+ C

secx (sec(3x)+tan(3x))
dx
sec(3x)+tan x(3x)

4. [sec(3x) dx = [ u = sec(3x) + tan(3x),

du = 3sec(3x) tan(3x) + 3sec? (3x), entonces,

sec(3x) (sec(3x) + tan(3x)) 1 (du 1
= — — _l
f secx(3x) + tan(3x) dx 3 % 3 n|sec(3x) + tan(3x)| + C

5. f(tanx + 1)%dx = [(tanx? + 2tanx + 1)dx = [(sec?x + 2 tan x dx)
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=tanx + 2In|secx| + C

FORMULAS 20 - 22

dx
1. =arcsenx +C
V1—x2
dx X
2. | =arcsen-+c
9—x?2 3
dx
3. | =arctanx + C
1+ x2
dx 1 X
4. | = -arctan-+ C
16+ x2 4 4
dx
5. ———=arcsecx +C
'foxz—l
dx 1 X
6. [——=carcsec=+C
xVx2-25 5 5
dx 1 x—1
7. [ =1n|—|+cC
x2-1 2 +1
dx 1 x—4
8 [t = T[4 c
x2-16 8 +4
dx 1 3—x2
9. =—1n| C
f9—x2 6 3+2+
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